2007年度夏学期　木曜4限記号論理学　担当　野矢茂樹　

シケプリ　ＰＡＲＴ１　命題論理

この授業は野矢茂樹先生が記号論理学を初めて（久しぶりに？）もつ授業で、過去問がありません。先生は、七月五日の授業ではレジュメの練習問題みたいなのを中心に「点数のわかりやすい」テストをすると言ってました。このシケプリはレジュメがない人でも理解できるように作っています。最初のほうの問題は簡単すぎるので省略しましたが、のせてる問題はある程度解いといたほうがいいと思います。答えは別のファイルにのせます。項目番号はレジュメにそって、基本的にレジュメに授業で言ったことなど解説を加えていく感じになってます。授業は古典命題論理と古典述語論理（最後に直観主義論理）をやりました。ＰＡＲＴ１では命題論理の部分の内容をまとめてあります。

１．１　演繹

演繹・・・前提を認めたら結論も必ず認めなければならないような導出

（＝推論、演繹的推論）前提も含めた導出の過程全体は論証と呼ぶ。

　　　　　　　　　　以下大体推論と書く。

補足

論理法則には二種類あって、論理命題と推論規則がある。前者は常に正しくなる命題、後者は常に正しくなる推論。教科書による。推論と推論規則の違いはよくわかりません。単に呼ぶときの気分の問題かと思います。

１．２　推論の形式性

　　すべての推論は形式的である。

　例えばＡでないならばＢ、BならばA。したがってA 。というような推論で、Ａ，Ｂには何をいれても推論自体の正しさには影響がなく、その意味で推論は形式的。これに対して「でない」、「ならば」、といった否定詞や接続詞は入れ替え出来ない。これらの言葉を論理定項と呼ぶ。

　　論理定項・・・その推論を構成する本質的な語彙。命題論理では否定詞（ではない￢）や接続詞（かつ∧、または∨、ならば⊃）で、述語論理ではこれと後述する量化子だが、それだけではない場合もある。

例：ＡはＢの兄であり、ＢはＣの父親である。よってＡはＣの叔父である。

　　この推論では兄、父親、叔父といった言葉も論理定項。

１．３　論理学の諸相

　　論理学にもいろいろあって、論理定項の違い（命題論理、述語論理など）、論理定項に対する意味づけの違い（古典論理、直観主義論理、多値論理など）、公理系の違いがある。この授業では古典命題論理、古典述語論理を基本的に自然演繹の公理系でやって、最後のほうで直感主義論理をちょっとやった。

　

命題論理の論理定項（記号で）

否定（Ａでない）・・・￢Ａ

連言（ＡかつＢ）・・・Ａ∧Ｂ

選言（ＡまたはＢ）・・・Ａ∨Ｂ

条件法（ＡならばＢ）・・・Ａ⊃Ｂ

命題論理というのは上の論理定項で構成される論理体系のこと。

２．否定の意味

２．１　否定が関わる論理法則　

　省略。後で全部でてきます。

2． ２排中律をめぐる問題

否定は一義的ではないという話。

排中律・・・ある命題Ａについて、Ａか￢Ａがいえるということ。

あいまいな概念の場合、排中律は必ずしもいえない。「Ａさんは可愛い」など。これは関係ない。

あいまいでない概念についても、排中律を論理法則と認めない立場がある。

排中律を論理法則と認める・・・実在論的立場。古典論理

排中律を論理法則と認めない・・・反実在論的（構成主義的）立場。直観主義論理

以下のような場合について排中律が成り立つかどうかという問題（直観主義では成り立たない）

①太郎には勇気がある。　　

勇気がある、というのは曖昧な概念のような気がしますが、ここでは太郎が勇気を発揮する機会に出会ったことがない場合、またはそうした機会に出会う前に死んでしまった場合について。

②ハムレットには虫歯がある。

シェークスピアの作品のなかでハムレットの虫歯の有無については言及されてない。

③πの少数展開には10個の７が連続して出現する箇所がある。

出てきたら正しいといえるが出てこないとなんともいえない。

２．３　古典論理と直観主義の否定の捉え方

古典論理　Ａと￢Ａのどちらか

直観主義論理　Ａと￢Ａと、Ａでも￢Ａでもないのどれか→以下の論理法則が成り立たない

　　　　二重否定除去　￢￢Ａ→Ａ　

　　　　背理法否定除去型　￢Ａで矛盾が導かれるとき、Ａ

古典論理は物事全体を人間の認識とは独立して実在するものとして上から見る、神の論理。

直観主義は人間の認識を重視する、人間の論理。認識できないものはなんともいえない。

３．論理定項の意味規定

意味規定というのは、そのことばの意味をどのように定義しておくか、ということで、最初の出発点のようなもの。意味論的な考え方と自然演繹の考え方の二種類。

３．１　意味論的な考え方

論理定項とは、命題論理では接続詞と否定詞。これらを含まない命題を原子命題（Ａ，ＢとかＰ，Ｑとか、ただのアルファベットであらわされる）、含んだ命題を分子命題（Ａ∧Ｂとか）という。意味論的な考え方では、論理定項によって構成された分子命題を原子命題の関数（＝真理関数）としてみることで、その意味規定をする。関数の変数にあたるものが原子命題の真偽で、ここでは真理値（１か０、１が真で０が偽）とよばれる。この真理値を入力すると、分子命題の真偽が出力される。関数というのはそういう意味。具体的には以下の表であらわされる。これらの表を真理表と呼ぶ。

古典論理の意味規定（真理関数）

	否定
	A
	￢Ａ

	
	1
	0

	
	0
	1


	連言
	Ａ
	Ｂ
	Ａ∧Ｂ

	
	1
	1
	1

	
	1
	0
	0

	
	0
	1
	0

	
	0
	0
	0



	選言
	Ａ
	Ｂ
	Ａ∨Ｂ

	
	1
	1
	1

	
	1
	0
	1

	
	0
	1
	1

	
	0
	0
	0


	条件法
	Ａ
	Ｂ
	Ａ⊃Ｂ

	
	1
	1
	1

	
	1
	0
	0

	
	0
	1
	1

	
	0
	0
	1


なんで条件法でＡが偽、Ｂが真のときＡ⊃Ｂが真なのか、という疑問については、そういうものだ、と思っておいてください。もしここを偽にすると、Ａ≡Ｂ（とＢがまったく一緒）っていうやつと同じになってしまうから、とかいろいろ理由あるからだそうです。ちなみに、あらゆる推論はすべてこの⊃によって命題として表せます。
以上が命題論理定項の意味論的な意味規定。これは、真偽に訴えた意味規定で、命題と世界の関係の基づく意味規定。日本語で分子命題の説明をしようとしてみるとその意味がわかりやすいんじゃないかと思います。

これを組み合わせればもっと複雑な推論を証明することもできる。

３．２　自然演繹の考え方（自然演繹）

古典論理の意味規定（自然演繹）　　

これはしっかり覚えたほうがいいと思います。

否定導入則（￢入れ）　Ａを仮定して矛盾が導かれるとき、￢Ａ

否定除去則（￢とり）　￢￢Ａ→Ａ

連言導入則（∧入れ）　Ａ，Ｂ→Ａ∧Ｂ

連言除去則（∧とり）　Ａ∧Ｂ→Ａ

　　　　　　　　　　　Ａ∧Ｂ→Ｂ

選言導入則（∨入れ）　Ａ→Ａ∨Ｂ

　　　　　　　　　　　Ｂ→Ａ∨Ｂ

選言除去則（∨とり）　Ａ∨Ｂ，￢Ａ→B

                      Ａ∨Ｂ，￢B→A

条件法導入則（⊃入れ）　Ａを仮定してＢが導かれるとき、Ａ⊃Ｂ

条件法除去則（⊃とり）　　　Ａ，Ａ⊃Ｂ→Ｂ

導入則（入れ）・・・何からその主張が導けるか

除去則（とり）・・・何がその主張から導けるか

問題６に否定の導入則をＡ→￢￢Ａにしたらダメか、というのがありますが、これは、否定除去則とあわせて考えると否定二つ￢￢でひとつの記号みたいになって￢￢の意味規定みたいになるからダメだそうです。

以上が自然演繹的な命題論理の論理定項の意味規定。これは、「推論」に訴えた意味規定で、命題と命題の関係に基づく意味規定。ある命題から別の命題を導出する過程だけが扱われていて、個々の命題、論理定項がこちらにとって意味することはどうでもいい、ということだと思います。

この八個の法則だけで、すべての命題論理の定理が導かなければならない。

上のふたつの意味規定はその方法が違うだけで、内容はまったく一緒。

４．自然演繹の公理系で論理法則を証明する

ここからはレジュメの練習問題も書いていきます。

自然演繹の公理系ＬＰ（古典命題論理）

　　

否定導入則（￢入れ）　Ａを仮定して矛盾が導かれるとき、￢Ａ

否定除去則（￢とり）　￢￢Ａ→Ａ

連言導入則（∧入れ）　Ａ，Ｂ→Ａ∧Ｂ

連言除去則（∧とり）　Ａ∧Ｂ→Ａ

　　　　　　　　　　　Ａ∧Ｂ→Ｂ

選言導入則（∨入れ）　Ａ→Ａ∨Ｂ

　　　　　　　　　　　Ｂ→Ａ∨Ｂ

選言除去則（∨とり）　Ａ∨Ｂ，￢Ａ→B

                      Ａ∨Ｂ，￢B→A

条件法導入則（⊃入れ）　Ａを仮定してＢが導かれるとき、Ａ⊃Ｂ

条件法除去則（⊃とり）　　　Ａ，Ａ⊃Ｂ→Ｂ

上の古典論理の意味規定（自然演繹）とまったく同じだが、要するに、論理体系の出発点。とにかくこれらの公理からすべての推論、定理が導ける。

古典論理の有名な推論

・Ａ→￢￢Ａ　　　　　　　　　　　　　　　　　二重否定導入則

・￢（Ａ∧￢Ａ）　　　　　　　　　　　　　　　矛盾律

・Ａ∨￢Ａ　　　　　　　　　　　　　　　　　　排中律

・Ａ⊃Ｂ→￢Ｂ⊃￢Ａ　　　　　　　　　　　　　対偶律　

・（Ａ⊃Ｂ）∧￢Ｂ⇔￢Ａ　　　　　　　　　　　後件否定式

・（Ａ∨Ｂ）∧￢Ａ⇔Ｂ　　　　　　　　　　　　選言的三段論法

・￢（Ａ∨Ｂ）⇔￢Ａ∧￢Ｂ　　　　　　　　　　ド・モルガンの法則

・￢（Ａ∧Ｂ）⇔￢Ａ∨￢Ｂ　　　　　　　　　　ド・モルガンの法則

・Ａ∨Ｂ，Ａ⊃Ｃ，Ｂ⊃Ｃ→Ｃ　　　　　　　　　構成的両刀論法

・￢（Ａ⊃Ｂ）⇔Ａ∧￢Ｂ　　　　　　　　　　　

・矛盾からは何を導いてもよい

レジュメにあった証明の例　　　テストは一応こんなかんじで。どの公理を使ってるか明記しながら段階を踏む。

定理　￢Ａ∧￢Ｂ→￢（Ａ∨Ｂ）

①　￢Ａ∧￢Ｂ　　　　　前提

②　￢Ａ　　　　　　　　　①と連言除去

③　￢Ｂ　　　　　　　　　①と連言除去

④　Ａ∨Ｂ　　　　　　　　背理法の仮定

⑤　Ｂ　　　　　　　　　　　②④と選言除去

6 Ｂ∧￢Ｂ　　　　　　　③⑤と連言導入

7 ￢（A∨B）　　　　　　④⑥と背理法

これ以降はレジュメにあった問題ものせていきます。

問題７　次の主張に対する否定をド・モルガンの法則を用いて書き換えよ

（1） 部屋には太郎と花子がいる。

（2） 居間か寝室に太郎がいる。

（3） 居間か寝室に太郎と花子がいる。

問題８　次の推論が正しいか誤りかを言え。

（1） 花子は野菜しか食べない。菜食主義者は野菜しか食べない。だから、花子は菜食主義者で。

（2） 花子は菜食主義者だ。菜食主義者は野菜しか食べない。だから、花子は野菜しか食べない。

問題９　次を証明せよ。

（1） A⊃Ｂ，￢Ｂ→￢Ａ

（2） Ａ⊃Ｂ，Ｂ⊃Ｃ→Ａ⊃Ｃ

（3） Ａ∨Ｂ，Ａ⊃Ｂ→Ｂ

問題10　次を証明せよ。

（１）￢（Ａ∨Ｂ）→￢Ａ∧￢Ｂ　

（２）￢￢Ａ∨Ｂ→Ａ∨Ｂ

（３）Ａ∨Ｂ→Ｂ∨Ａ

問題11　排中律Ａ∨￢Ａを証明せよ。

４．３　　自然演繹以外の公理系（4.1、4.2はなぜかありません）

公理系にもいろいろあるという話。とにかく論理学というのはある公理系で決まっていることだけから正しい推論を体系づけていくのだということをわからせる教育的意味があるんだと思います。たぶんテストにはでないと思うので省略。もし出るとしたら、簡単な証明問題だと思いますが、そのときはとにかくその公理系の公理をもとにして自然演繹の場合と同じようにやればいいと思います。

５．公理系の完全性

反例のない論理法則を妥当な論理法則と呼ぶ。

反例・・・ある命題、推論が偽になる解釈のこと。

解釈・・・命題、推論に具体例を当てはめること。

問題12　真理表による方法で、次を示せ。

（1） Ａ∨Ｂ→Ａが妥当でないこと

（2） Ａ∨Ｂ→Ｂ∨Ａが妥当なこと

（3） Ａ∨￢Ａが妥当なこと

公理系の健全性・・・公理系が妥当でない命題や推論を定理としないこと

　　　　完全性・・・公理系が妥当な命題や推論のすべてを定理とすること

自然演繹の公理系は健全・完全なことが証明されている。

