６、述語論理

彼は太郎だ。

太郎は男だ。

彼は男だ

という論理式があったとしよう。

これを今もし命題論理の人工言語で書こうとすると、

A

B   

C

という論理式にしかならない。このような状況を打開するのが述語論理である。

述語論理はその内部構造における主語と述語に言及することが出来る。

例えば、述語論理においては、Fxを「~は犬だ」と置き、aをポチとすると、「ポチは犬だ」をFaで表すことができるのだ。

また、述語論理においては∀xと∃xといった量化子の存在をも考慮に入れる必要がある。

例えば∀xFxは「すべてのものは犬だ」、∃xFxは「犬であるものが存在する」と書くことが出来る。

また、￢∃xFx ＝ ∀x￢Fx 　￢∀xFx ＝ ∃xFx ともなる。（述語論理のド・モルガン）
述語論理最大の特徴は多重量化である。これはFxyを「xはyを好きだ」というように置くことで、文章の目的格をいくらでも増やすことができるというものである。述語論理って凄いね。
7、述語論理の量化に関する公理

全称導入(∀入れ)　　　At → ∀xAx　（tは任意性をもつ必要がある）

全称除去(∀とり)　　　∀xAx → At　 (tは任意のものを置く事が出来る)

存在導入(∃入れ)　　　At → ∃xAx　 (tは任意のものを置く事が出来る)

存在除去(∃とり)　　　∃xAx , Aa⊃C　(Cはaを含まない)
cf.

述語論理において、あるもの、例えばAtを仮定して、それが否定された場合その否定
￢Atは仮定から解き放たれ、任意性を持つ。

以下の問題25・問題26においてこのことは言及されている。

8、述語論理の問題
問題24　次の定理を証明せよ

① ∀x(Fx∧Gx)　　　前提

② Ft∧Gt           ①と∀とり

③ Ft                ②と∧とり

④ ∀xFx            ③と∀入れ
問題25

②から③における∀入れがおかしい。

③におけるtはある特定の要素を抱いたtであり、任意性を持っていないため任意性を持たないのである。

一方、⑤における￢Ftは仮定を否定し、出てきたものであるから、その仮定からは解放されている。それ故にこの場合においては∀入れが可能である。

問題26　次の定理を証明せよ

① ￢∃xFx         前提

② Ft              仮定

③ ∃xFx           ②と∃入れ

④ ￢∃xFx∧∃xFx ①③と∧入れ

⑤ ￢Ft            ②④と背理法

⑥ ∀x￢Fx　　　　 ⑤と∀入れ
問題27　次の定理を証明せよ

① ∃x(Fx∧Gx)　　　前提

② Fa∧Ga          仮定

③ Fa　　　　　　　 ②と∧とり

④ ∃xFx　　　　　　③と∃いれ

⑤ (Fa∧Ga)⊃∃xFx ②④と⊃入れ

⑥ ∃xFx            ①⑤と∃とり
問題28　次の定理を証明せよ

① ∃x∀yFxy             前提

② ∀yFay　　　　　　　　仮定

③ Fat　　　　　　　　　  ②と∀とり

④ ∃xFxt　　　　　　　　 ③と∃入れ

⑤ ∀y∃xFxy　　　　　　 ④と∀入れ

⑥ (∀yFay)⊃∀y∃xFxy　　②⑤と⊃入れ

⑦ ∀y∃xFxy　　　　　　　①⑥と⊃とり

9、述語論理の議論領域

述語論理において、その論理式の妥当性はその議論領域によって左右される。

例）∃x∀y(x≦y)は議論領域としての自然数においては真、整数においては偽。

10、直感主義論理の解釈

ポイント
　　矛盾からは任意の論理式を導くことが出来る。

　　俳中律が恒真式（トートロジー）。

a , b , c：知識状態

R：知識状態の順序　　　　例). xRy　xはyより後もしくは同期の知識状態 (x≦y)

α∥-P：Pはα以後の知識状態において必ず成り立つ。

例えばaを[十年前]　bを[五年前]　cを[一年前]、Ｐを[地球を回っていると知っている]と置いた時、a∥-P が成り立つならば、aRβとなるすべてのβにおいて、β∥-Pが成り立つ。

すなわち、b∥-P、c∥-Pも成り立つということである。

これらは、以下の5つにまとめることが出来る。

(1) Pが原子式であるとき、α∥-PかつαRβならばβ∥-P

(2) α∥-P∧Q ⇔ αRβなるすべてのβに対してβ∥-Pかつβ∥-Q
(3) α∥-P∨Q ⇔ αRβなるすべてのβに対してβ∥-Pまたはβ∥-Q
(4) α∥-P⊃Q ⇔ αRβなるすべてのβに対してβ∥-Pならばβ∥-Q 

(5)α∥-￢P ⇔ αRβなるすべてのβに対して、β∥≠P 　(β∥≠Pはβ∥-Pの￢)

以上において重要なのは(5)である。

すなわち、α∥-￢Pがαより後の未来βにおいて、常にβ∥≠Pだということを表しているのに対し、α∥≠Pは単純にαの知識状態において単にPではないということを表しているに過ぎないということである。
問題34

(1) α2∥-Pより、α1∥-￢Pは成り立たない。

(2) K=｛α１、α２｝、α1∥≠Q、α2∥≠Qより、α1∥-￢Qは成り立つ。

(3) 知識状態α1においてはPは偽だが、知識状態α2においてはPは真となっている。すなわち、常に真または常に偽と言うことが出来ない。
(4) 知識状態により途中で真偽が変化する事象は俳中律の原理に含まれない。
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