Ⅰはじめに
●論理学とは何か
　論理学=推論を学ぶ学問
　　　　=正しい推論の判定方法の研究
　　Ex.すべての人間は動物である　前提
　　　　ソクラテスは人間である　　　　　
　　　∴ソクラテスは動物である　結論
　　（このex.は特に｢三段論法｣――古くはアリストテレスが研究――と呼ばれる）
→一般化　　　P1
　　　　　　　P2
　　　　　　　：　　　　前提
　　　　　　　：
　　　　　　　Pｎ　
　　　　　　　∴Q　　　結論
正しい推論とは．．．
　　Ex.すべての人間は生物である
　　　　すべての動物は生物である　
　　　∴すべての人間は動物である
→このように
　前提が言えたとしても
　結論が言えるとは限らない推論
=間違った推論
正しい推論の判定方法
ex.ベン図…複雑な推論には適応不可
→一般化
前提が真であれば＊
　　必ず結論も真となる
（=前提が真であることは
　　結論が真であることを保証する）
　　ような推論
=正しい結論
*前提は必ずしも真である必要はない
推論が正しい＝妥当である(valid)
●推論の形式的性格
　①推論の妥当性は文の内容から独立
　　先のEx.の推論は、｢人間｣｢動物｣｢ソクラテス｣についてだが、
　　必ずしもそうである必要はなく、
　　　　すべてのPはQ
　　　　aはP　　　　　
　　　∴aはQ　　　　　　　　と一般化できる。
　
　②推論の妥当性は文の事実上の真偽から独立
　　　　ex.すべてのネコはイヌである(偽)
　　　　　ソクラテスはネコである　(偽)
　　　　∴ソクラテスはイヌである　(偽)
論理学は
具体的内容には全く関与せず、
形式的性格のみに注目する。
●論理的真理
　　ex.太郎が打つならば、次郎も打つ
　　　太郎が打つ　　　　　　　　　　
　　∴次郎が打つ
→一般化
　　　PならばQ
　　　P　　　　　
　　∴Q
[モードゥス・ポーネンス(前件肯定文)]
※PならばQ
前件　　後件
推論に対応する条件文
　　ex.[(太郎が打つならば、次郎も打つ)かつ(次郎が打つ)]
　　　ならば(次郎は打つ)
P1
　：　　⇔(P1かつP2かつ…かつPn)ならばQ
　：　　　　　　　　真　　　　　　　　　　真
Pn　
∴Q
正しい　⇔恒真
　　(同値性)
→ある推論が正しいことを示すためには
　それに対応する条件文の恒真性を示せばよい。
＝論理的真理とは恒真文のことである。
　　　　　　＝常に真なる文
条件文以外の恒真文
　　ex.雨が降るか、または、雨は降らない
→一般化　　　PまたはPでない(排中律)
　　　　　　　　　　　論理語
　　ex.雨が降り、かつ、雨が降らない、ということはない（矛盾律）
　　　　　　　　　　　矛盾
→論理的真理は
　論理語の意味のみに基づいて真となる。
●論理語の種類と論理学の領域
論理語…推論の正しさに決定的に関与・貢献する言葉
　　　　ex.すべて
→推論の妥当性は、少数の論理語の意味のみに基づいて成立する。
　①文結合子　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒命題論理
　　　または
　　　かつ　　　　　　　　　　　　　　　　　
ならば
ならばかつその場合に限り
　　　ない
　②量化子　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒述語論理
　　　すべての
　　　ある
　③様相子　　　　　　　　　　　　　　　　　②と③あわせて⇒様相論理
　　　必然である
　　　可能である
　　ex.・7が5より大きいのは必然である
　　　・太陽系の惑星が7つより多いのは偶然である
Ⅱ命題論理学
●文結合子
　○単文と複文
　　　　ex.太郎は歩くか、または、走る(複文)
　　　　　太郎は歩く+または+太郎は走る
　　　それ以上単純な文には分解できない(単文)
→単文…それ以上単純な文に分解できない文
　　　　　SV,SVO,SVOO
　複文…単文に文結合子を適用して形成された文
　　　　ふつう、2つの文に文結合子が適用されて形成される。
　　　　例外として否定文がある。
　　　　　ex.太郎は走らない=(太郎は走る)ない
○文結合子
　　文法でいう接続詞に相当する。
　　　　ex.かつ,または,だから,しかし,～の前に,ならば/～でない
　　異なる文結合子は、文を論理的に異なる仕方で結合する
　　　　　　　　　　＝構成された複文の論理的性格が異なる
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝帰結関係=推論性格が異なる
　
ex.  ビルは仏教徒である…A
ビルは聖書を読む……B
 (1)ビルは聖書を読むけれども仏教徒である。　　　　
　　(2)ビルは仏教徒であり、かつ、聖書を読む。　　　　
　　(3)ビルは仏教徒であるか、または、聖書を読む。として、文の形式を明らかにすると
→(1)BけれどもA
　(2)AかつB
　(3)AまたはB
●文記号
・命題論理学は単文の内部構造に立ち入らない。つまり、単文を構成する要素には立ち入らない。
　よって上記の（１）～（３）は
→(1)BけれどもA
　(2)AかつB
　(3)AまたはB
　　と表せる。
・文記号として用いる記号：ｐ、ｑ、ｒ…／ｐ1、ｐ２、ｐ３、…／Ａ，Ｂ，Ｃ…
●論理学で扱われる文結合子
　でない、かつ、または、ならば、ならばかつその時に限り　　のみに限ります！！！
・選別理由
①論理学はこれまで主として数学的推論を分析してきた。
　（「けれども」とかは数学的推論に用いない）
②真理関数的なものしか扱わない。
　　真理値＝真（ｔ）か偽（ｆ）か
　例）あたたかくて、かつ風が強い
　　　　　ｐ　　　　　　　　ｑ　
　　　ｐ　　ｑ　　ｐかつｑ
　　　ｔ　　ｔ　　　ｔ
　　　ｔ　　ｆ　　　ｆ
　　　ｆ　　ｔ　　　ｆ
　　　ｆ　　ｆ　　　ｆ　　　　⇒ｐ、ｑの真理値が定まれば、ｐかつｑの真理値も決まる
　　　　　　　　　　　　　　　　つまり、ｐかつｑは、ｐとｑの２変数関数。
　　　雷があるから、気持ちがよい
　　　　　ｐ　　　　　　ｑ
　　　ｐ　　ｑ　　ｐだからｑ
　　　ｔ　　ｔ　　　不明　　　⇒真理値が一義的に定まらず、関数的でない。
　　　　　　　　　　　　　　　　「だから」は真理関数でない。
●文結合子の意味
　命題論理で扱う文結合子
　　　　否定　～　～でない
　　　　連言　＆　かつ
　　　　選言　∨　または
　　　　含意　→　ならば
　　　　同値　⇔　ならば、かつ、その時に限り
①否定　～
・対応する日常表現
　　でない、～ことは偽である、～は正しくない
・否定の定義
　　ex.富士山は火山でない　~P　　　　　P　　　~P
　　　　　　P　　　　　　　　　　　　　　t　　　　f
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　　　　t
・日常語とのずれ
　　　二重否定で“ずれ”があらわれる。
　　　　　ex.日常語において「あなたは美しくなくはない」と｢あなたは美しい｣は同値でないが、
Pと~~Pは同値。
②連言　＆
・対応する日常表現
　　　かつ、そして
・連言の定義
　　ex.太郎は大学生であり、かつ、太郎は一人暮らしである。
　　　　　　p　　　　　　　　　　　　　　q
　　　　「p　　＆　ｑ」……連言or連言文　　　　　　p　　q　　p&q
　　　連言詞　連言　連言詞　　　　　　　　　　　　　t　　t　　　t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　f　　　f
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　　t　　　f
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　　f　　　f
　・日常表現とのずれ
　　　ex.太陽は輝き、かつ、2+3=5　　　×(ナンセンス)
　　　　　　　p　　　&　　　q　　　　○(論理学では問題ない)
③選言　∨
・対応する日常表現
　　または、か、
・選言の定義
　　ex.次郎は春子が好きか、または、次郎は秋子が好きだ。　　　p　　q　　p∨q
　　　　　　p　　　　　　　　　　　　　　q　　　　　　　　　t　 　t　　　f/t*
　　　　　　p　　　∨　　　q　……選言or選言文    　　　 　t　　 f　　　t
　　　　選言詞　　選言　　選言詞　　　　　　　　　　　　　　f　　 t　　　t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　　 f　　　f
・日常表現とのずれ*
排反的選言(∨はどちらか一方であって両方は含まない、とみなす)…p∨q　f
　両立的選言(∨は少なくとも一方成立していればいい、とみなす)…p∨q　t
　論理学では、選言を両立的選言と考えるが、排反的選言もまた真理関数である。
　それなのに、なぜ、排反的選言は扱わないのか。
　　日常語の「または」には、排反的、両立的の両方の用法がある。そして、先のex.は日常的に排反的に
　　とらえられる。
例）日常での両立的用法
ex.受験資格者は、日本人化、または、日本在住者である。
　（もし、これを排反的に理解すれば、
　　｢日本人かつ日本在住者｣は受験不資格となってしまう。）
　　＜両立的選言が採用される理由＞＝論理学の理論が美しくなる
　　→A.理論的単純性
　　　　　両立的選言の方が連言との対称性がよい。
a.見た目にも対称性がよい。
　　　p　　q　　p∨q　　p&q
　　　t　　t　　　t　　　　t
　　　t　　f　　　t　　　　f
　　　f　　t　　  t    　　f
　　　f　　f　　  f　　    f
　　　　　b.ド・モルガンの法則が成り立つ
　　　　　　　　~(p&q)≡~ p∨~q
　　　~(p∨q)≡~p&~q
　　　B.排反的選言は（否定や連言も組み合わせて）両立的選言によって定義できる。
p∨q≡(p&~q)∨(~p&q)
④含意　→
・対応する日常表現
　　ならば
・含意の定義
　　ex.太郎が犯人ならば、次郎も犯人である。
　　　　　p　　　　　　　　　　q
　　　　　「　p　　→　　q　」…含意（命題）　　　
　　　　　　前件　含意　後件　　　　　　　　　　　※ｐ（前提）ｑ（結論）と呼ばないように！
　(1)前件が真の時
　　　　p　　q　　p→q　　
　　　　t　　t　　　t
　　　　t　　f　　　f
(2)後件が偽の時
　　　自然な理解では、真偽は問えない。
　　　しかし、論理学では、必ず真理値を割り振らなければならない。
(=真理値ギャップは許されない)
そこで、次にように定める。
　　p　　q　　p→q　　　p→qなる条件文は
　　f　　t　　　t　　　　pが偽の場合に言及していない以上、
　　f　　f　　　t　　　　p→qの真理値をfとするのは不当
　(1)と(2)をまとめると
　　　　　p　　q　　p→q　　　　この定義の望ましさは
　　　　　t　　t　　　t　　　　　対偶、逆との関係からも言える。
　　　　　t　　f　　　f　　　　　p→q――裏――~p→~q
　　　　　f　　t　　　t　　　　　｜　＼
　　　　　f　　f　　　t　　　　　逆　　対偶
　　　　　　　　　　｜　　　　　＼
　　　　　　　　　q→p　　　　　~q→~p
⑤同値　≡
　　p　　q　　p≡q
　　t　　t　　　t
　　t　　f　　　f
　　f　　t　　　f
　　f　　f　　　t　　　　　　　（ｐ≡ｑ）≡｛（ｐ→ｑ）＆（ｑ→ｐ）｝と表せる。
◎以上をまとめると、（１＝真、０＝偽）
　　p　　~p　　　　　　p　　q　　p&q　　p∨q　　p→q　　p≡q
　　1　　0　　　　　　　1　　1　　　1　　　1　　　　1　　　1
　　0　　1　　　　　　　1　　0　　　0　　　1　　　　0　　　0
　　　　　　　　　　　　0　　1　　　0　　　1　　　　1　　　0
　　　　　　　　　　　　0　　0　　　0　　　0　　　　1　　　1
●真理表
　　要素文(=単文)の真理値から複文の真理値を計算したもの
　　ex 1. p→(p&q)
　　　　p　　q　　p―→(p&q)
　　　　1　　1　　1　T　 1
　　　　1　　0　　1　F　 0
　　　　0　　1　　0　T　 1
　　　　0　　0　　0　T　 0
　　　2. p∨(~q&r)
　　　　p　　q　　r　　p　∨(~q&r)
　　　　1　　1　　1　　1　T　 0
1　　1　　0　　1　T　 0
1　　0　　1　　1　T　 1
1　　0　　0　　1　T　 0
0　　1　　1　　0　F　 0
0　　1　　0　　0　F　 0
0　　0　　1　　0　T　 1
0　　0　　0　　0　F　 0
練習(a)太郎が犯人ならば、次郎は犯人でない。
　　　　　p　　　　　　　　　q
　(b)レモンはおいしそうに見えるが、すっぱい。
　　　　　　p　　　　　　　　　　　　q
　(c)できますよ、やろうと思えば。
　　　　q　　　　　　p
　(d)彼は今日か明日来るだろうが、明後日は来ないだろう。
　　　　p　　　　q　　　　　　　　　r
　(e)神も悪魔もいないなら、宗教心を起こすのは難しい。
　　p　　q　　　　　　　　　　　　r
　(f)その猫を追い出しなさい、さもないと出ていきますよ。
　　　　　p　　　　　　　　　　　　　　　　q
解(a) 　p 　　q　　p―→~q
　　　　1　　1　　1　F　0
　　　　1　　0　　1　T　1
　　　　0　　1　　0　T　0
　　　　0　　0　　0　T　1
(b)p&q
(c)p→q
(d)(p∨q)&~r

　　　　*結合の強さ

　~ > & > ∨ > → > ≡　　←これを考慮してカッコをつける。
ex.　p∨q&~r　は　p∨(q&~r)　です
p　　q　　r　(p∨q) & ~r
1　　1　　1　  1　 F  0
1　　1　　0　  1　 T  1
1　　0　　1　  1　 T  0
1　　0　　0　  1　 T  1
0　　1　　1　  1　 F  0
0　　1　　0　  1　 T  1
0　　0　　1　  0　 F  0
0　　0　　0　  0　 F  1
　(e)~p&~q→r
(f)~p→q
●真理表による推理
　　ex1.ある窃盗事件の2人の容疑者a,bについて、次の事実が明らかとなった。
　　　　(1)aまたはbは犯人である。
(2)aが犯人でないのに、bが犯人だ、ということはない。
　　　誰が犯人で、誰がそうでないか。
　　　解.aが犯人である…A
　　　　bが犯人である…B
　　　(1)A∨B
　　　(2)~(~A&B)
　　　　　A 　B 　A∨B　　~(~A&B)
　　　　◎1　　1　　111　　1　0101
　　　　◎1　　0　　110　　1　0100
　　　　×0　　1　　011　　0　1011
　　　　×0　　0　　000　　1　1000
　　　∴Aは真　　　aは犯人である
Bは不定　　bは犯人かどうか不明である
　　ex2.ある殺人事件の3人の容疑者a,b,c,について、次の事実が確認された。
　　　　(1)a,b,cのうち、少なくとも1人は有罪である。
(2)aが有罪なら、bまたはcが共犯である。
(3)cが有罪なら、aまたはbが共犯である。
(4)bが有罪なら、共犯者はいない。
(5)a,cのうち、少なくとも1人は無罪である。
　　　解.aが有罪である…A
　　　　bが有罪である…B
　　　　cが有罪である…C
　　　(1)A∨B∨C　　　　　　　文結合子は2つの要素をつなぐことしかできないため、
(2)A→B∨C　　　　　　　本来なら、(A∨B)∨CまたはA∨(B∨C)と書くべきだが、
(3)C→A∨B　　　　　　　いずれの場合も、真理関数は同じになるので、
(4)B→~A&~C　　　　　　このように表記する。
(5)~A∨~C
　　　　　A 　B 　C　A∨B∨C 　A→B∨C 　C→A∨B 　B→~A&~C　　~A∨~C
　　　　　1　　1　　1　　1　　　　11　111　　11　111　×10 0 1 001
　　　　　1　　1　　0　　1　　　　11　110　　　1　　　×10 01 010
　　　　　1　　0　　1　　1　　　　11　011　　11　110　　　1　　　　×01001
　　　　　1　　0　　0　　1　　　×10　000
　　　　　0　　1　　1　　1　　　　　1　　　　11　011　×10　10001
　　　　　0　　1　　0　　1　　　　　1　　　　　1　　　　11　10110　◎10110
　　　　　0　　0　　1　　1　　　　　1　　　×10　000
　　　　　0　　0　　0　×0
　　　よって、a：無罪　ｂ：有罪　ｃ：無罪
問題1.ある事件の容疑者a,b,cにつき、次の事実が立証された。
　　　(1)a,b,cのうち少なくとも1人は有罪である。
(2)aおよびbが有罪なら、cは無罪である。
(3)bが有罪なら、aも有罪である。
(4)cが有罪なら、aも有罪である。
　　2.ドラキュラ伝説の地トランシルヴァニアで3人の怪しい人物に会った。
　　　(1)a,b,cのうち、少なくとも1人は吸血鬼である。
(2)aが吸血鬼でcが吸血鬼でないならば、bは吸血鬼である。
(3)cが吸血鬼なら、a,bのうちにもう1人だけ吸血鬼がいる。
(4)aが吸血鬼なら、cは吸血鬼でない。
(5)cが吸血鬼なら、bは吸血鬼でない。
　解1.aは有罪、b,cは不明
　　2.bは吸血鬼、cは吸血鬼でない、aは不明
●恒真文と矛盾文
　　恒真文と矛盾文
　　ex.　p 　p∨~p　　　　p 　p&~p
　　　　1　　1101　　　　1　　1001
　　　　0　　0110　　　　0　　0010
　　　　　　↑　　　　　　　　↑
　　　恒に真なる文　　　恒に偽なる文
　　　――恒真文　　　　――矛盾文
　　　(論理的真理)
　　　(論理法則)
　○恒真文の判定法
　　(1)真理表
　　ex.(p→q)→(~q→~p)　　対偶が真であることを利用
　　　　p 　q 　(p→q)―→(~q→~p)
　　　　1　　1　　111　1　01101
　　　　1　　0　　100　1　10001
　　　　0　　1　　001　1　01010
　　　　0　　0　　010　1　10110
　　(2)背理法
　　　与えられた文を偽と仮定して矛盾が出れば、その文は真である。
　　　恒真文での判定では、与えられた文が偽となることがあると仮定して
　　　矛盾が出るかどうか調べる。
　　ex1.(p→q)―→(~q→~p)
　　　　　　　0
と仮定すると
　　　　　1　　　　　0　　　　 前件真で後件偽しかありえない！
　　　　　　　　　1　　0　　　 後件の偽からも同様に←が導き出せる
　　　　　　　　　 0　  1　　　するとｐは１、ｑは０
　　　　 1　0
ｐ、ｑすべてに代入
　　　　　0                    上のと真偽が矛盾
　　　　∴恒真である
　　ex2.(p∨q)&r→p
　　　　　　　　0
　　　　　　  1　 0
　　　　　1　　1
　　　　0
　　　　　　１
　　　∴011　11　0　0
　　　　矛盾生じない
　　　∴恒真文でない
　　ex3.(p&q)∨(p&r)―→p&(q∨r)
　　　　　　　　　　　0
　　　　　　　1　　　　　0
　　　　　1
　　　　1　1
　　　　　　　　　　　　1　1
　　　　　　　　　　　　　　 1
　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　1
　　　　　　　1　1
　　　　　　　　　　　　1　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　1
矛盾、よって恒真文。
問題1.背理法により恒真文かどうかを判定せよ。
　　(1)(A∨B)&~A―→B
　　(2)(A∨B)&A―→~B
(1) (A∨B)&~A―→B　　　(2) (A∨B)&A―→~B
　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　0
　　　　　1　　　0　　　　　　　　1　　　0
　　　1　　1　　　　　　　　　1　　1　　　1
　　　　　　0　　　　　　　　1　1
　　0　0
　　　0
矛盾が生じる　　　　　　　　矛盾を生じない
∴恒真文である　　　　　　　∴恒真文でない
　　2.
　　(1)aまたはbは犯人でない。
(2)bが犯人なら、aも犯人だ。
ここからbは犯人でないと結論できるか。
(1)~A∨~B　　　　　　(~A∨~B)&(B→A)―→~B
(2)B→A　　　　　　　　　　　　　　　　0
∴~B　　　　　　　　　　　　　1　　　　　0
　　　　　　　　　　　　　1　　　　1　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　01　1
　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　　　　矛盾生じる
　　　　　　　　　　　∴恒真である
　　　　　　　　　　　∴bは犯人でないと結論できる。
●恒真文と推論
　　ex.　A∨B
　　　　A&B　　　⇔(A∨B)&(A&B)→B
∴B
　　　推論正しい　≡　恒真文
　　ex.ある宝石店に泥棒が入った。調査の結果、次の事実が明らかとなった。
　　　(1)容疑者は、a,b,cの3人で、このうち少なくとも1人は犯人である。
　　　(2)aが盗みをやる時には、必ず、bを相棒にする。
　　　(3)犯行時刻にbは行きつけのスナックで飲んでいた。
　　　そこで、H刑事は、cが犯人だと結論した。この推論は正しいか。
(1)A∨B∨C　　　　　(A∨B∨C)&(A→B)&(~B)→C
(2)A→B　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0
(3)~B　　　　　　　　　　1　　　　1　　　1
∴　　C　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　　　　　　0　0　　　0
　　　　　　　　　　　　0　　　　　0
　　　　　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　　恒真文である。ゆえに、推論は正しい。
問題
(1)aまたはbは犯人でない。
(2)bが犯人なら、aも犯人だ。
ここからbは犯人でないと結論できるか。
(1)~A∨~B　　　　　(~A∨~B)&(B→A)→~B
(2)B→A　　　　　　　　　　　　　　0
∴　　~B　　　　　　　　　　　1　　　　0
　　　　　　　　　　　　　1　　　　1　　　1
　　　　　　　　　　　　　　01　1
　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　0
恒真である、ゆえに、bは犯人でないと結論できる。
●おもなトートロジー（命題論理の恒真文）
１．ｐ≡～～ｐ　二重否定の法則
２．ｐ≡ｐ　　　同一律
３．ｐ∨～ｐ　　排中律
４．～（ｐ＆～ｐ）　矛盾律
５．ｐ＆ｐ≡ｐ
　　ｐ∨ｐ≡ｐ　　べき等律
６．ｐ＆ｑ≡ｑ＆ｐ
　　ｐ∨ｑ≡ｑ∨ｐ　　交換律
７．（ｐ＆ｑ）＆ｒ≡ｐ＆（ｑ＆ｒ）
（ｐ∨ｑ）∨ｒ≡ｐ∨（ｑ∨ｒ）　　結合律
８．ｐ＆（ｑ∨ｒ）≡（ｐ＆ｑ）∨（ｐ＆ｒ）
　　　　　cf.　a×（ｂ＋ｃ）＝（a＋ｂ）×（a＋ｃ）
　　ｐ∨（ｑ＆ｒ）≡（ｐ∨ｑ）＆（ｐ∨ｒ）　　　　　　分配律
９．～（ｐ∨ｑ）≡～ｐ＆～ｑ
　　～（ｐ＆ｑ）≡～ｐ∨～ｑ　　ド・モルガンの法則
１０．ｐ＆（ｐ∨ｑ）≡ｐ
　　　ｐ∨（ｐ＆ｑ）≡ｐ　　吸収律
１１．ｐ→ｑ≡～ｑ→～ｐ　　対偶の法則
１２．｛（ｐ→ｑ）＆ｐ｝→ｑ　前件肯定式（モードゥス・ポーネンス）
１３．｛（ｐ→ｑ）＆～ｑ｝→～ｐ　後件否定式…対偶をとると１２になる
●命題論理の構文論と意味論
・構文論　syntax
　使用される単純記号を枚挙し、それらの許される結合を規定する。＝有意味な表現を確定する。
　　WFF=well　formed　formula
　　ex.日本語　○太郎は歩く
　　　　　　　×歩くは太郎
・意味論
有意味な表現に対して解釈(=意味)を与える。
　・単純記号に意味を与える
　・複合的な表現には構成している単純な表現の意味を合成して意味を与える
　　ex.「太郎　は　走る」・・・有意味
　　　要素の意味から全体の意味を定める。
・形成言語(人工言語)
　　統語論によって構成され、意味論によって解釈される、人工的に定められた言語
・対象言語とメタ言語
　　対象言語=対象について述べる言語
　　メタ言語=対象言語の表現内容について述べる言語=高次言語
○命題論理の統語論
　(1)単純記号（語彙）
(ⅰ)無限に多くの文記号　p,q,r,…、p₁,p₂,…
(ⅱ)文結合子（論理語）　~,&,∨,→,≡
(ⅲ)補助記号　　　　　　(　)
(2)形成規則　formulation rule
(ⅰ)すべての文結合子は整式（Well Formed Formula）である。
(ⅱ)もしαとβが整式（wff）だとすれば、次のものも整式(wff)である。
(a)~α
(b)α&β
(c)α∨β
(d)α→β
(e)α≡β
整式の例
　p　q　~p　~~p　~~~p
　p&q　(p&q)∨q　(p&q∨p)→q
形式規則(ⅱ)は回帰的である。
=規則を適用した結果にその同じ規則を適用できる。
整式でない例
　p~　∨p　∨pq
○命題論理の意味論
 (1)任意の文記号に対して真または偽の値を付与する。
　1つの解釈（モデル）…すべての文記号それぞれに真か偽の値を割り振ったもの
ex.　　　　p　q　r　　p&q→r
1つの解釈→1　1　1
　　　　　　↳1　1　0
↳1　0　1
↳1　0　0　などなど
(2)任意の整式α,βに対して
(ⅰ)~αが真であるdefαが偽である
(ⅱ)α&βが真であるdefαとβがともに真である
(ⅲ)α∨βが真であるdefαとβのうち少なくとも一方が真である
(ⅳ)α→βが真であるdefαが偽またはβが真である
　　　　α　β　α→β
　　　　1　1　　　1
1　0　　　0　　α→β≡~α∨β
0　1　　　0
0　0　　　1
(ⅴ)α≡βが真であるdefαとβが同じ真理値を持つ
（１）（２）によってすべての表現に意味を与えられる。
●ラッセルヒルベルトの公理系
○公理系
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目標　真なる文(=恒真文)をすべて、そして、それだけを定理として証明する。
この目標が達成できる時、その言語は完全である、と言える。
○命題論理の完全性定理
　　命題論理は完全である。
　　命題論理には完全な公理系が存在する。
　　命題論理の恒真文をすべて、そして、それだけで証明できる公理系がある。
(1)健全性……………恒真文だけを証明できる　　　　　
(2)(狭義の)完全性…恒真文をすべて証明できる
○ラッセル-ヒルベルトの公理系
…構文論を含む。（Ⅰ、Ⅱ）
Ⅰ.基本記号
(1)命題変項　　p,q,r…(文記号)
(2)論理語　　　~,∨, (文結合子)
定義　・A&B　def　~(~A∨~B)
・A→B　def　~A∨B
・A≡B　def　(A→B)&(B→A)
(3)補助記号　　(　),{　},［　］
Ⅱ.論理式(整式)
(1)命題変項は論理式である。
(2)Aが論理式ならば、~Aも論理式である。
(3)A,Bが論理式ならば、A∨Bも論理式である。
Ⅲ.公理
a.p∨p→p
b.p∨p→q
c.p∨q→q∨p
d.(p∨q)→(r∨p→r∨q)
Ⅳ.変形規則(推論規則)
α.代入規則
　　　　1つの論理式の中の命題変項は、すべて一斉に任意の論理式で置き換えてよい。
　たとえば、公理bのpにr&sを代入すると
　　　　(r&s)→(r&s)∨q
β.推論規則　
　　　　A,Bが論理式の時、AとA→BからBを得ることができる。
　　
Ⅴ.定理と証明
　　　　公理に対し、変形規則を0回以上適用して得られる論理式を定理という。
公理から定理を得る論理式の系列を証明という。
　定理1.(q→r)→{(p→q)→(p→r)}
――証明1. (q→r)→(~p∨q→~p∨r) 　:公理dと代入規則を用いた。
2.(q→r)→{(p→q)→(p→r)}　:1と定義(A→B　def　~A∨B)を用いた。　
派生規則1.A→B,B→Cが定理のとき、A→Cも定理である。
――証明1. A→B　　　　　　　　　　　:仮定
2. B→C　　　　　　　　　　　:仮定
3. (B→C)→{(A→B)→(A→C)}　:定理1を用いた。
4. (A→B)→(A→C)　　　　　　:2,3,推論規則を用いた。
5. A→C　　　　　　　　　　　:1,4,推論規則を用いた。
　定理2.p→p(同一律)
――証明1.p→p∨p　　　　　　　　　　:公理bと代入規則を用いた。
2.p∨p→p　　　　　　　　　　:公理aを用いた。
3. p→p　　　　　　　　　　　:1,2,派生規則1を用いた。
　定理3.p∨~p(排中律)
――証明1. p→p　　　　　　　　　　　:定理2
2.~p∨p　　　　　　　　　　　:1,定義(A→B　def　~A∨B)
3. ~p∨p→p∨~p　　　　　　　:公理cと代入規則を用いた。
　　　　4. p∨~p　　　　　　　　　　　:2,3,推論規則を用いた。
○命題論理の完全性規則
　ラッセル-ヒルベルトの公理系(R-H系)は完全である。
すなわち
1. R-H系のすべての定理は恒真式である。(健全性)
2. 恒真式はすべてR-H系の定理である。(狭義の完全性)
Ⅲ述語論理＝文の内部構造
●命題論理の限界
　　　ex.　すべての人間は死ぬ。　　　p
　　　　　ソクラテスは人間である。　q　
　　　　∴ソクラテスは死ぬ。　　　　r
　　　　　　　　↑
　命題論理の範囲では正しさを証明できない。
●述定(主述文)
　ex.ソクラテスは人間である。　　Faと書く。
　　主語a　　　　述語F
個体を表す　　属性(性質)
他の例）ロシアは大きい。花子は美しい。
●述定の記号化
　　主語＋述語
　　a,b,c　F,G,H,A,B,M,N　を用いる。
(個体定項)(述語定項)
●変項と開放文
(1)Ma
　　　M→特定の述語を表す…述語定項
　　　a→特定の個体を表す…個体定項
(2)Mx
　　　x→不定の個体を表す…個体変項
(3)Φx
　　　Φ→不定の述語を表す…述語変項
開放文…真理値の定まらない文　　ex. Mx
　↕
閉鎖文…真理値の定まる文　ex.Ma
●名辞の分類
名辞=文の構成要素
　個別名辞(単称名辞)　･･･個体定項・個体変項
一般名辞　　　　　　･･･述語定項・述語変項
●多項述語
　ex.(ソクラテス)は人間である。
　　　　個体
についての述語は
　　　(　　　　　)は人間である。…1項述語
　　　　　└個体の入るべき項をただ1つ持ち
　　　　　　そこに個体が入ることで完全な文となる。
　ex.神が世界を創造した。
　→(　)が(　)を創造した。…2項述語
　　*2項述語になるのは、多くは、主語・述語・目的語からなる文であるが、
　　　それ以外でも2項述語になりうる。
ex.大阪は東京の西にある。
→(　　)は(　　)の西にある。…2項述語
　　　　　トムはジャックより賢い。
　　　　→(　　)は(　　)より賢い。…2項述語
自然言語では高々3項述語まで。
　　　　ex.ジャックはジルにそのりんごを与えた。
　　　　→(　　)は(　　)に(　　)を与えた。…3項述語
　　*3項述語になるのは、多くは、間接目的語を持つ文である。
　　　　　名古屋は東京と大阪の間にある。
　　　　→(　　)は(　　)と(　　)の間にある。
以上をまとめると、
　　　1項述語　　Pt
2項述語　　P(t₁t₂)
3項述語　　P(t₁t₂t₃)
　　　　　　…
　　　n項述語　　P(t₁t₂...tn)
文とは、n項述語にn個の答えを埋めたものと捉えることができる。
●量化子
例）全称量化子
　　　　すべては流転する。
　　　　　　└∀(all)=全称量化子
　　　　→すべてのxについて、xは流転する。　∀xFx
　　　　　　　　　　　　　　　　　　F
       Ｖｘのｘが表す個体の領域をｘの変域（論理領域）という。
　○開放文と量化
・∀xFx…閉鎖文
・ Fx　　…開放文
　　↓変項xを量化する(厳密には「全称量化する」という)。
　　∀xFx
　cf.量化には
　　「議論領域内の全個体」
　　「議論領域内の全個体の半分」
　を対象とするものなど、様々なパターンがある。
　しかし、これらは曖昧で数量化できないor数量化が難しいため、
　論理学で扱われるのは
全称量化子
存在量化子「議論領域内の少なくとも1つの個体」
　　　に限られる。
自由変項…量化されていない(=束縛されていない)変項
　　└量化子による束縛を受けていない=量化子から自由である
　　↕ 
束縛変項…量化されている変項
例Mx→Cx　　　開放文　(∵)xは自由変項
∀x(Mx→Cx)　閉鎖文　(∵)xは束縛変項
Gxy　　　　　開放文　(∵)x,yは自由変項
∀xGxy　　　開放文　(∵)xは束縛変項、yは自由変項
∀y∀xGxy 　閉鎖文　(∵)x,yは束縛変項
開放文…自由変項を含む文
閉鎖文…自由変項を含まない文
　　　　　
○量化子の作用域　scope　…量化子の働きが及ぶ範囲
　①∀xＦx→Gx      ∀xは直後の式のみを束縛＝作用域
　　　　　　　　　　よって、Fxのxは束縛変項で、Gxのxは自由変項。
　　　　　　　　　　①の式自体は、自由変項が残っているので開放文。
②∀x(Fx→Gx)　　作用域は、FxとGx
                 よってFxとGxは束縛変項で、②は閉鎖文。
③∀x(∀xFx→Gx)　　閉鎖文 

　　　　　　　　紛らわしいのでこの場合たいてい∀y(∀xFx→Gy)とかく。
例(a)∀x(Fx→Lx)&Kx　　　　　　開放文
(b)Fa∨∀x(Kx→Gxa)&∀xGxa　　閉鎖文
(c)∀x(Kx→Fy&Gxa) 　 　　　　開放文
(d)∀y∀x(Kx→Fy&Gxa)　　　　　閉鎖文　*x,yの作用域は重なる。
(e) ∀x(Kx→∀yGxy&∀zFzy)　　開放文
*　…自由変項
　　…作用域=束縛されている
その他の例）存在量化子
　　「ある」「･･･が存在する」「少なくとも1つの･･･」
　　∃(exist)という記号を用いる。
　　ex.あるものは保守的だ。
　　　　=あるxについて、xは保守的だ。　 　∃xCx
　　　　=保守的なあるものが存在する。
　　　　=少なくとも1つのものは保守的だ。
　　　一角獣は存在する。　　　　　　　　　　∃xUx
　　　ジェーンよりすてきなものがいる。　　　∃xFxa
　　　　　a　　　　　F
・「すべてのFはGである」「あるFはGである」の記号化
(1)すべての女は美しい
　　論義領域U(人間)
　　ベン図…
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　＝すべてのxについて、xが女ならば、xは美しい。
∀xＷx　「すべての女」(制限量化)
　 女
ゆえに
∀x(Wx→Bx)
(2)ある女は美しい
　=女であってかつ美しいものがいる。
　=あるxについて、xは女であり、かつ、xは美しい。
→∃x(Wx&Bx)
ex.太郎はすべての女を愛する。
　　a　　　　　　F 　　L
     →すべてのについて、ｘが女性(B)ならば太郎（a）はｘを愛する。
→∀x(Bx→Lax)
　次郎はある女を愛する。
→あるxについて、xが女性（Ｂ）であり、かつ、次郎（ｂ）はxを愛する（L）
→∃x(Ｂx&Lｂx)
○多重量化子と量化子の順序
　多重量化＝一つの文の中に複数の量化子を含むもの　
　例）すべてのものがあるものを愛する。
解釈1.すべてのものがそれぞれあるものを愛する。
2.すべてのものがある同一のものを愛する。
　　　　　　　　　→1.∀x∃yLxy
2.∃y∀xLxy
例題1)すべての人は万物を愛する。
　　　　　∀x(Fx→∀yLxy)　or　∀x∀y(Fx→Lxy)
2)すべての男はすべての女を愛する。
　　　∀x(Fx→∀y(Gy→Lxy)　or　∀x∀y(Fx&Gy→Lxy)
3)ある人は万物を愛する。
　　　∃x(Fx&∀yLxy)
4)ある男はすべてのおんなを愛する。
　　　∃x(Fx&∀y(Gy→Lxy))
5)ある男はある女を愛する。
　　　∃x(Fx&∃y(Gy&Lxy))　or　∃x∃y(Fx&Gy→Lxy)
6)すべての男はそれぞれある女を愛する。
　　　∀x(Fx→∃y(Gy&Lxy))
7)ある女をすべての女は愛する。
　　　∃y(Gy&∀x(Fx→Lxy))
8)馬の頭はすべて大きい。　　　*xは馬である=Ax
　A　　B　　　　　G　　　　　　xはyの頭である=Bxy
　　　xは馬の頭である
　　＝あるyがあって、yは馬であり、xはyの頭である
→∃y(Ay&Bxy)…1項述語(xは自由変項)
ということで
　　　∀x(∃y(Ay&Bxy)→Gx)
練習.馬の頭はすべて動物の頭である。
10.述語論理の統語論と意味論
統語論
1)語彙
　a)個体定項　a,b,c,…

b)個体変項　x,y,z,…

c)述語定項　A,B,C,…F,G
d)文記号　　p,q,r,…

e)量化子　　∀,∃
f)文結合子　~,∨,&,→,≡
g)括弧
2)形成規則
　a)すべての文記号は整式である。
b)t₁,t₂,…tnが個体名辞で、Pがn項s述語ならば、
　Pt₁t₂…tnは整式である。
c)xが個体変項で、αが自由変項としてxを含む整式ならば、
次のものも整式である。
　　1)∀xα　2)∃xα
d)αとβが整式ならば、次のものも整式である。
　　1)~α　2)α∨β　3)α&β　4)α→β　5)α≡β
意味論
　世界=論議領域
　(ベン図・略)
(1)個体定項の解釈
　　個体領域には、論議領域内の特定の個体が割り当てられる。
(2)述語定項の解釈
　　一般にn項述語には、順序n組の集合が割り当てられる。
　　ex.3項述語Ht₁t₂t₃:{(太郎、次郎、花子)、(トム、ジャック、メアリ)}
　　　　t₁はt₂とt₃の間にある。
(3)文記号の解釈
　　文記号には、真または偽を割り当てる。ex.p:真,q:偽
解釈
　　1つの解釈は、次のものから成る。
①論議領域
②個体定項の解釈
③述語定項の解釈
④文記号の解釈
(4)Ptという形の閉鎖文の真理条件
　　例.Fa,Gb
　　　Ptという形の閉鎖文がある解釈Iのもとで真である
iff　Iでtに割り当てられた個体が、Iでpに割り当てられる
個体の集合の要素である。
つまり、I(t)∈I(p)
*iff=if and only if(必要十分条件)
例.略
(5)Pt₁t₂…tnという形の閉鎖文の真理条件
　　例.Fab,Gpqr
Pt₁t₂…tnという形の閉鎖文がある解釈Iのもとで真である
Iff　Iでt₁,t₂,…tnに割り当てられる個体から成る
順序n個がIでpに割り当てられる個体の順序n組の集合の要素である。
つまり、<I(t₁),I(t₂),…,I(tn)>∈I(P)
(6)～α,α∨β,α&β,α→β,α≡βという形の閉鎖文の真理条件
　　(ⅰ)～α　　がある解釈Iで真であるiff　αがIで偽である
(ⅱ)α∨β　がある解釈Iで真であるiff　αとβの少なくとも一方はIで真である
(ⅲ)α&β　　がある解釈Iで真であるiff　
(ⅳ)α→β　がある解釈Iで真であるiff　
(ⅴ)α≡β　がある解釈Iで真であるiff　
(7)存在量化子の真理条件
　　Tを唯一の自由変項として含む文をA(t)とする。例.Ft,Gat,Ft→Gt
　　∃tA(t)がある解釈Iで真である。
iff　Iの論議領域内のある個体について、A(t)がIで真である。
例.略
練習.略
恒真文
　述語論理の恒真文=すべての解釈のもとで真なる文
例.略
可能な解釈は無限にある。
　　論議領域の取り方が無限にある。
すべての解釈について文が真となるかどうかを調べることはできない。
cf.命題論理では文に関する解釈は有限
述語論理では、命題論理の真理表に相当するような恒真文の判定法はない。
推論の妥当性
　ex.すべての人間は死すべきものである。
　　　ソクラテスは人間である。　　　　　
　∴ソクラテスは死すべきものである。
　命題論理では、この推論の妥当性は示せない。
←→述語論理なら記号化
　　人間…F,死すべきもの…G,ソクラテス...aとすると
　　∀x(Fx→Gx)　　　　　対応する条件文
　　Fa　　　　　　　⇔　∀x(Fx→Gx)&Fa→Ga
　∴Ga
　正しい？　　　　　　　恒真？←しかし、これは真理表では示すことができない。
述語論理の形式化
　　形式化の2つの方法
　　①公理化　　　公理＋推論規則→定理
　　②自然演繹法　　　　推論規則→定理
述語論理でも完全性が成立する。
　　恒真文の集合=定理の集合となる形式体系が存在する。
(1)連言導入　　　(2)連言除去　(3)選言導入　　(4)選言除去　　　(5)ニ重否定導入　　(6)2重否定除去　　
　　p q　　　　　p&q　　p&q　　　p　　q　　　p∨q　p→r　q→r　　　　p　　　　　　　　~~p
　　p&q　　　　　　p　　　q　　p∨q　 p∨q　　　　　r　　　　　　　~~p　　　　　　　　p
(7)同値導入　　(8)同値除去　　　　(9)含意除去　　　(10)含意導入　　　(11)否定導入
　p→q　q→p　　　　p=q　　　　　　　p→q 　p　　　　　p　仮定　　　　　p　仮定　　　　
　　p=q　　　　　(p→q)&(q→p)　　　　　q　　　　　　　q　　　　　　　　┆
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p→q　　　　　　　q&~q　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　~p
(12)全例称化　　(13)全称普遍化　　(14)存在普遍化　　(15)存在例化
　∀xiA(xi)　　　　　A(xi)　　　　　　A(t)　　　　　　∃xiA(xi)
　　　A(t)　　　　∀xiA(xi)　　　　　∃xiA(xi)　　　　　A(αi)
証明　
　①推論の証明は、推論の前提から結論を、以上の15の推論規則のみを用いて導出したもの。
　②恒真文の証明は、仮定から含意導入または否定導入の規則によって仮定ぬきの文を導出したもの
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