2007年度夏学期　木曜4限記号論理学　担当　野矢茂樹　

シケプリ　ＰＡＲＴ２　述語論理

６．述語論理の推論

述語論理とは、命題論理の否定詞・接続詞に加えてすべてall（∀）、あるsome（∃）で構成された推論を扱うもの。複雑さでは命題論理のひとつ上、普通の数学のひとつ下。

若干レジュメの内容の順序を変えます。

問題14　「すべての学生が、受験した会社のどこかに採用された」に対する（古典論理的な）否定は次のうちどれか。

(a) すべての学生が、受験した会社すべてに採用されなかった

(b) 受験した会社のすべてに採用されなかった学生がいる

(c) 受験した会社のうちどこかに採用されなかった学生がいる

授業にでてない人は↑を見て述語論理とはこういう推論を扱うものだと理解してください。

７．述語論理の記号化

7．1 命題関数と量化

論理式　　解釈の一例

Fa      ポチは犬だ

￢Fa    ポチは犬ではない

Fa∧￢Fb    ポチは犬だが、ミケは犬ではない

∃xFx       犬であるものが存在する

∀xFx       すべてのものが犬だ

FxをｘはＦの状態であるということを表し、これを命題関数とよぶ。関数なので、ｘは決まってない。このときｘを個体変項という。特定のaを入れたときＦaは命題となり、このときaは個体定項。

命題関数に∃xとか∀xがついて、量に関する情報を加えている。これを量化と言い、∃や∀を量化子という。

述語論理の論理式に解釈をあたえることは次の３つをすること。

1 述語記号（上ではＦ）に具体的な性質や関係をあてはめる・

2 個体定項に具体的な対象をあてはめる

3 議論領域を定める（すべてといったとき、どの範囲ですべてなのか）。

問題17　「犬ではないものが存在するならば、すべてのものが犬というわけではない」と解釈することができる論理式を書け

７．２　全称文と存在文の構造

Ｆｘをｘは哲学者である、Ｇｘをｘは怠け者である、としたとき（議論領域は人）

論理式　　　　　　　　　　　解釈の一例

∀ｘ（Ｆｘ⊃Ｇｘ）　　　　　　　　すべての哲学者は怠け者だ

∃ｘ（Ｆｘ∧Ｇｘ）　　　　　　　　　　　怠け者の哲学者がいる
∀ｘ（Fx∧Ｇx）　　　　　　すべての人は哲学者であり怠け者だ

∃x(Fx⊃Ｇx)　　　　　　　　哲学者であるならば怠け者である、という人がいる

7．2 多重量化

Ｆxy はｘがｙと関係Ｆにあるということ（順序はかえられない）。

論理式　　　　　　　　　　　　解釈の一例

Ｆab                          太郎は花子を好きだ

Ｆab∧￢Ｆba                 太郎は花子を好きだが、花子は太郎を好きではない

Fxy                          ｙはｘより大きい

∀ｘ∃ｙＦxy                  どんなものにもそれより大きいものが存在する

∃ｙ∀ｘＦxy                  すべてのものより大きいものが存在する

∀ｘ∃ｙＦxyの場合 

まず       ∃ｙＦxy　　　　　　　ｘより大きいものが存在する

次に　　∀ｘ∃ｙＦxy　　　　　　　すべてのｘに、より大きいものが存在する

　　　　　　　　　　　　　　　→どんなものにもそれより大きいものが存在する

みたいな感じで考える

（ここで、すべてのものより大きいものは自分より大きいのか、という議論は無視）

一度に複数のものを量化しているから多重量化

８．述語論理の公理系

命題論理の公理系＋量化にかんする公理

命題論理の公理系

否定導入則（￢入れ）　Ａを仮定して矛盾が導かれるとき、￢Ａ

否定除去則（￢とり）　￢￢Ａ→Ａ

連言導入則（∧入れ）　Ａ，Ｂ→Ａ∧Ｂ

連言除去則（∧とり）　Ａ∧Ｂ→Ａ

　　　　　　　　　　　Ａ∧Ｂ→Ｂ

選言導入則（∨入れ）　Ａ→Ａ∨Ｂ

　　　　　　　　　　　Ｂ→Ａ∨Ｂ

選言除去則（∨とり）　Ａ∨Ｂ，￢Ａ→B

                      Ａ∨Ｂ，￢B→A

条件法導入則（⊃入れ）　Ａを仮定してＢが導かれるとき、Ａ⊃Ｂ

条件法除去則（⊃とり）　　　Ａ，Ａ⊃Ｂ→Ｂ

量化に関する公理

全称導入（∀入れ）　　　　Ａt→∀xAx　　　もともとｔが任意性をもつことが条件

全称除去（∀とり）　　　　∀xAx→Ａt    　tは任意性をもつ

存在導入（∃入れ）　　　　Ａt→∃xAx      ｔは任意のｔでよい
存在除去（∃とり）　　　　∃xAx, Aα⊃C   Ｃはαを含まないことが条件
全称導入と存在除去がわかりにくい。いずれも∀を導く、あるいは∃から何かを導くときの作法のようなもの。くわしくは問題解答で。

全称導入が必要な証明の例

問題24　次の定理を証明せよ

　定理　　∀(Fx∧Gx)→∀Fx

問題26　次の定理を証明せよ

定理　　￢∃xＦx→∀x￢Fx

存在除去が必要な証明の例

問題27　次の定理を証明せよ

　　定理　　　∃x(Fx∧Gx)→∃xFx
問題25　次の偽定理に対する偽証明の誤りを指摘せよ

偽定理　￢∀xFx→∀x￢Fx

偽証明　①　￢∀xFx　　　　　　　　　　　前提
　　　　②　Ft                           背理法の仮定

　　　　③　∀xFx                       　②と∀入れ

　　　　④　∀xFx∧￢∀xFx　　　　　　　③①と∧入れ

　　　　⑤　￢Ft                         ②④と背理法

　　　　⑥　∀x￢Fx                     ⑤と∀入れ

問題28　次の定理を証明せよ

∃x∀yFxy→∀y∃x Fxy

ド・モルガンの法則の述語論理版

￢∀xFx⇔∃x￢Fx

￢∃xFx⇔∀x￢Fx

命題論理のものとよく似ている。議論領域に属する対象が有限個のとき、全称は連言と、存在は選言と同じ構造をもつ。
９．述語論理の完全性

問題29、30で言いたいのは妥当式でないことを示すにはとにかく反例を示せばいいということ。妥当式であることを示すのは必ずしも簡単ではない。

決定可能性

ある論理式が妥当式であるか、真理表を用いて機械的にかつ有限のステップで決定できるかということ。命題論理は決定可能。述語論理は、多重量化で∀と∃が同時にでてきたときに決定不可能になるらしい

それはそうと、述語論理には完全で健全な公理系が与えられることが証明されている。
上のやつもそのひとつ。命題論理の公理系が無矛盾なことから導かれる。

